Capitulo

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

DEFINICION

Es aquella circunferencia candnica; es decir, con centro en el origen del sistema cartesiano; y con radio igual a la unidad del
sistema. En el grafico adjunto, destacaremos los siguientes elementos:

AY
A (1;0) : origen de arcos
B (0; 1) : origen de complementos de arcos
A >
A' (-1; 0) : origen de suplementos de arcos 1 X
B'(0; -1) : andnimo CT

B
\/

El punto A(1;0) se denomina origen de arcos, ya que a partir de él se van a dibujar arcos orientados, con un signo
asociado, tan igual que en el caso de los angulos trigopnomeétricos; por ejemplo, en el grafico:

o : €S un arco positivo
(sentido antihorario)

B :esunarco negativo
A (sentido horario)

<Y

N Ahora bien, los puntos "M" y "N" se denominan extremos de arco; y dichos
B arcos se denominaran arcos en posicion nomal.

Si observamos en la siguiente C.T., notaremos que entre el arco y el angulo central correspondiente, se cumple que
numéricamente son iguales; lo cual permitir4 establecer una relacidn entre los nameros reales y el angulo central
correspondiente, en radianes.

AY
En el sector circular AOM; por longitud de un arco:

AOM = frad, esto es:
AOM (en rad) = AM (numéricamente)
Debido a esta relacion, a cada arco le corresponde un angulo central del mismo valor,

pero expresado en radianes.

C.T.
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Asi mismo, podemos establecer: R.T. (¢ rad) =R.T.(9) ; 6 € R
Con lo cual queda claro que las Razones Trigonométricas (R.T.) de un nimero real, son calculables al asociarles un angulo
cuya medida estd expresada en radianes, numéricamente igual considerado.

Es decir; por ejemplo:
Sen 2 = Sen 2 rad
7
Tan 3 = Tan 3 rad
S

Cos (-1) = Cos (-1 rad)
[ S

LINEAS TRIGONOMETRICAS

Son segmentos dirigidos (de medida positiva 0 negativa) que van a representar el valor numérico de una Razon Trigonométrica
de un cierto nimero (expresado graficamente como un arco); asi como también permitiran analizar las variaciones de estas
R.T., asi como su comportamiento.

Para comenzar con el andlisis, se recomienda tener en cuenta las siguientes observaciones para la ubicacion de arcos.

a) Para arcos representados por nimeros enteros:
AY AY

—n
157=7

0 X 3 .
21=6,28 D X
6
C.T. 4
4 71:3_n >
' 2y \j
b) Para arcos con extremosen A, B,A'6B' (heZ)
YA e 9
.o LI .
B'T’T’?'
A:2nzn
nn
A:(2n+D)n
e 311,‘11:A' A; 0;‘27[; 4r; ... nn
. gl T -
X B:(4n+1)= 2
2 T
(2n +1)E
B':(4n+ 3)E
2
W3n. Tn 11w
vz
. Linea Seno.-
Representacion: Variacion :
b1 b1 3n 3n
o 0—>— —on T—>— ——2n
2 2 2 2

Sen o 01 150 0->-1 -1-50
Esto es:

-1<Sena<1|;VaeR

{méximo: 1
Sena

minimo : -1
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II.  Linea Coseno-

Representacion: Variacion :
Y b1 3n 3n
B o 0> | -—n T>— | ———2n
CT 2 2 2
Cosa Ma Cos a 150 0->-1 |-150 0->1
S A S L VN
o Cosp 1 3 Esto es:
N 0 -1<Cosa.<l|; VaeR
p B' .
Y maximo: 1
—_—V— Cosa o
Q) (+) minimo : -1

Observacion:

Si consideramos el extremo de un arco cualquiera, notaremos que por ser un punto del plano cartesiano, tiene sus

y
propias componentes: A
. C.T B
Por ejemplo, para "M" se nota que: M
N HCosa o
abscisa = Cos a Sena
Sen
Sen
ordenada = Sen o A P b A
Luego: B Cosp | Cosa X
M = (Cos a ; Sen ) B
\J

De manera similar, las componentes de N son (Cos B; Sen f)

lll. Linea Tangente.-

Representacion: T Variacién :
y
A o 0" —on n—)ﬂ ﬂ—)Zn
Tan a 2 2 2 2
Tano |[0—> 4w -0 —0 0> 40 -0 —0
[(+)
<A ALl Esto es:
—0o < Tanao < 400
Q]
CT Tan B No hay méximo, ni minimo
Y

Consideracion:
La L.T. tangente no esta definida para arcos cuyo extremo esté en B 6 B'; lo cual significa que la R.T. tangente no se define para

todo arco de la forma: (2n +1)% yneZ
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EJERCICIOS PROPUESTOS

01. Poner el signo en:

. Cos80° ( ) Cos 100°

II. Cos200° ( ) Cos 300°
Ill. Cosx () Cos(x+20°)
X ; agudo

a<;<;> b)>;>;<
0)>;<;> d)y>;<;=
e)<;>;<

02. Poner el signo >; <o =en:

. Sen20° () Sen80°
Il. Cos10° () Cos40°
lll. Sen200° ( ) Sen300°
a)>; > < b)y<;<;<
c)>;>;> d<;>;>
e)>;<;<

03. Indicar con "V" lo verdadero y con "F" lo falso:
. Tg50° > Tg200°
Il. Tgl00° > Tg300°
lll. Tgl35° = Tg315°

a) VW
d) FVF

b) VFV
e) FFF

c) FFV

04. Determine el area de la regién sombreada en la C.T.

a) Seng
d) -Cos o

b) -Cos o
e) -Cosg /2

c) Seng/2

05. Determine el area de la regién sombreada en la C.T.

Cos6 Cos6
", b T 9T,

_Send

Senod Sen6.Coso

92 2

06. Determine el area de la region sombreada en la C.T.
L

y

Tgo
a) Tgo b) =~ c)-Tgo
Tgo
d-—- e -Tg?

07. Determine la variacion de: E = 4Seng—1

a) [-3;3]
d) [-5:3]

b) [-4:4]
e) [2,5]

¢) [3:5]

08. Determine la variacién de: A = 2C0s20 + 3

a) [3,5] b) [1,5] ¢) [-3,5]
d) [-1,3] e) [-3,3]
09. Sabiendo que ¢ e lIC .
¢Cudl es la variacién de :
L =3Sena—17?
a) (0;2)  b) (-1;2) ¢ (0;3)

d) (-1;1) e) [-4;2]

10. Sabiendo que B < IlIC ; sabiendo la variacion de:
L =2Cosp+1

a) [-1;3]

d) (0;3)

b) (-1;3)
e) (-2;2)

o) (-1:2)

11. Calcular el producto del maximo y minimo valor de:
f(a, B, 0) = 2Seno — 3| Cosp | +Send
Siendo o, B Yy 0 independientes entre si.

a)o b) 4 c)8
d)-8 e)—12
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12. Hallar el area de la region sombreada en la C.T. a) [1;3] b) [_1;3] 0 [1;5]
y
d) [-3;3] e)[3;6]
150°
17. Sefiale Verdadero (V) o falso (F), segun corresponda
en:
X l. Si:O<x1<x2<% = Tanx; < Tanx,
“CT
Il. Si:%< X, <X, <m= Tanx; >Tanx,
. Si: 3—2“ <X <X, <21 = \Tanxl\ > ‘Tanxz‘
3.1} 2 1 m) 2
o[£ w3
a) VW b) VVF c) FFV
1) 2 1) 2 d) VFV e) VFF
ole /" d (5758
18. Hallar todos los valores que debe tomar "K" para que la
igualdad no se verifique:
25 |u? 2K-3
®) 3 2 Sech =
5
- -1<K <
13. Sabiendo que: x ¢ <—£ : £> : sefiale la variacion de: a) K<-1vK>4 b) -1<K=<4
4 4 c) -1<K<4 d) K=-1vK =4
L =3Tan’x+1 e) K<-1vK=>4

a) <0;1> b) [0;1> 0 <1;4> 19. Enla C.T. calcular un valor de:

K = Sena + Cosa

) [1:4) e [2:4) 4y
x2+y2=1 Ly: y-2x+1=0
14. Sabiendo que: g <X <2n k
¢Cudl es la variacioén de : = o
L=3CosX-1? ) M X
2
a)[-4:2] b)(-4:2) ¢ (-4:1)
y
d) (-4;-1) e) [-4;1]
3 4 7
Q) g b) 5 %5
15. Siendo x (X : 2% 1
€<8 24 d) g o)1
Sefiale la variacién de:
4
L= % ) 11 35
20. Sabiendo que; TS SXS<—
28en(2x—£j+1 e 17" "1
4 Sefiale la variacién de;
- ™ T
a) (1;2)  b) (1;4) 0 (2:4) C—4COS( 5 8j+1

d) (3:6) ) (4:8)
a)[-3:;2] b)[-3;3] ¢)[-2:3]
d)[-5:;6] e)[-3;5]

16. Sabiendo que Xe{ﬂ‘ﬁ}

24"’
. 8 21. Sit 0<a<l
Sefale la variacion de: 2

Calcular la suma del maximo y minimo valor de :
E = 2Seno — 3Cosp +4Send

:%SBSR I r<0<2n

L= 4COS(2X —i)+ 3
12
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22.

23.

24.

25.

a)l
d)-1

b) 2
e)-2

c)0

De las cuatro proposiciones, indicar dos que son
imposibles:

I «/§Sen2x =2

II. (m2 + nz)Cosx =2mn, maneR

M. (m2+n2)Cscx=m2—n2; m>n>0
V. Secx:ﬁ

a)lyll b) Iy lll o llyIv

d) I, m e)lll, Iv

Decir si son falsos (F) o verdaderos (V) los siguientes

enunciados:

I. La funcién Seno y Coseno son negativos en el ter-
cer cuadrante y crecientes en el cuarto cuadrante.

Il. No existe funcion trigonométrica alguna de un an-
gulo del segundo cuadrante que sea positivo y au-
mente a medida que el angulo crece.

Ill. Sélo existe una funcién que puede tomar el valor
de 3,8 y ser positiva en el tercer cuadrante.

a) FFF
d) VW

b) VFF
e) VVF

¢) VFV

Cuando el angulo "x" aumenta de 90° a 180°.
¢Cual de las siguientes afirmaciones es cierta?

a) El Seno aumenta.

b) El Coseno aumenta.

c) EIl Cosecante aumenta.
d) La Secante disminuye.
e) La Cotangente aumenta.

En un circulo trigonométrico se tiene:
T
E < Xl < X2 <T
De las siguientes proposiciones:
I Senx1 > Senx2

I ‘Cosx > ‘Cosx

o| >[cos|

Il Cosx2 < Cosxl

Es o son verdaderas:

a) Sélo | b) Sélo I

c) Sélo 1l d)Sololyll
e) Las 3 son correctas

26.

27.

28.

En la circunferencia trigonométrica, se pide indicar el

valor de OC+ DB, en funcién del angulo "o "
C

D

b) Seco - Tana

a) Seca + Tano

1+ Cosa
Sena

1-Cosa
Sena

c)

e) Seco + Csca.

d)

En el circulo trigopnométrico, calcular el rea de la region
sombreada.

K\G

a) %(Sene + Cos6 —1)
b) %(Sene —Cosf-1)
0) %(1 — SenfCosh)

1
d) E(1— 2Cosb)

1
e) E(1 —2Seno)

Calcular BQ en el circulo trigopnométrico adjunto en
funcién de "o "
B

@)

a) 1-Sena
¢) +/2(1—Sena)
e) /2(1+ Cosa)

b) J1+Sena
d) 21+ Sena)




29.

30.

31.

32.

33.

Evaluar:
Sen(kr) + Cos(kr) + Tan(kr)
k: nmero entero no negativo.

a) +1
d) (DX

b) 2
e)-1

c)1

Si o es un arco del segundo cuadrante, positivo menor
que una vuelta.
Hallar la extension de:

Cos(a + ¢)

IA
<=
IA

Si:

o3
NI

a) —%< Cos(a+¢)<%
by —1<Cos(a+4)< —%

c) —%S Cos(a+¢) < —%

d) —1<Cos(a+¢)< el

2
e e

e) —7< Cos(a+ ¢) < s

De las siguientes proposiciones:
T ox <x, <0 .

. Si: 5 <X1<%2 entonces:
Sen‘xl‘ > Sen‘xz‘

. T
I Si: =5 <X <Xy <0 entonces:

‘Senxz‘ > ‘Senxl‘

Senx + Tanx

Cosx + Ctgx
Es positivo en el primer y tercer cuadrante y negativo
en el segundo y cuarto cuadrante.
Son verdaderas:

a) S6lo |
d) Sélo Il

b) Sélo 1y Il c)Sélolliyll
e)l, Iyl

El minimo valor de la funcién:
- To?x ; . ST les:
f(x)_Tgx ; X€|:3, 6}

a) 0 03

e)l

1
b) 3
d) No existe minimo f
Si: 0 e{% : %} para que valores de "x" se cumple

que:
(x —1)Sen?0 = 3x + 2

.9 13. 9
a’P "ﬂ b>{‘?‘ﬁ}
6. 9 11. 9
o 5% o[ -F3

44
® |79 10

co|';

[EnY

34.
triangular OQP.

A

_ Sen6Cosb b) - SenfCoso
R AL -

_ SenBCosH q - SenfCoso
© 16 ) 2

€) —SenBCosh

TRILCE

En la figura mostrada, halle el area de la region

35. En la figura siguiente, calcular el area de la region
sombreada.
AY
X2+y2=1 y = X l
1\ 3 3
0
\

&) _Cos@u? b ~5CosOm’
c) —%Cos(@)u2 d) %Cos(@)u2

&) 5 Cos(O?

36.
la region sombreada.

AY B

En el circulo trigopnométrico mostrado, halle el area de
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2 2
a)SeLZO b)y M. Hxl;xze<0;%>/xl<x2 y
Cos(Tanxl) = Cos(Taan)
TandSend 9 Tan20Seno
2 2 a) VFV b) VVF ¢) FFV
FFF FVF
Tan0Seno d) €)
e) ———
2
S
] o ] ) 41. EnlaC.T. mostrada; —L
37. Segun la figura, sélo una de las siguientes afirmaciones S,
es Verdadera para: 0 < X <% y é’
AY c 0
A AX
5
A
Y

2 Sen2x< % < Tanx 2) —%Tane(Sece —Tan0-1)2
b) SenxCosx < 2x < Tanx
€) Senx < x < Cosx

d) Cosx < x < Senx

e) SenxCosx < X < Tanx

by - % Cos0(Secd — Tano — 1)

0 % Tan0(Seco — Tano — 1)

2
38. Sefiale la variacion de: d)

M = 4Tan (% Sen?’ej +1

- % Tan6(Seco + Tano — 1)

e) - % Cos0(Secd — Tand + 1)

)[-5:4] b)[-4:5] ¢)[-3;3]
d)[-6;4] €[-3;5] s, 4
42. EnlaC.T. mostrada: -1 - 15
39. Sefale la variacién de: S, 17
5 Calcular: "S"
M_Sen X —Senx +1 AY
T a2y cary o B S AT
Sen“x —Senx + 2 N
3.3 3.3 2.4 >
a) [775} b) [772} c) [7,7} A
2] o
3. 1.3 A o Q JAX
21 =2
D {7 } °) {7 4}
40. Sefiale Verdadero (V) o Falso (F), segun corresponda
en: B'
¥
. .
. Exl,xze<0,2>/x1<x2 y Y EHZ ) EHZ 5 ﬂuz
Sen(Tanx, ) = Sen(Tanx.,) 7 17 17
16 2 20 2
d 74 e *

Il. Hxl;xze<0;%>/xl<x2 y

Tan(Senxl) = Tan(Senx 2)




43.

44.

45.

46.

Sefiale Verdadero (V) o Falso (F) en:
. Cos(Senl) < Cos(Sen2)

Il. Sen(Cos2) > Sen(Cos3)

. |Tan(Sen4)| > |Tan(Sen5)|

a) VWF
d) FVF

b) VFV
e) FwW

¢) FFV

Indicar Verdadero (V) o Falso (F) segun corresponda
en:

I.  Sec (Senl) > Sec(Sen2)

Il. Sec(Cosl) > Sec(Cos2)

n Si: %<6<n:8ec6>Tan6

a) FFF
d) FVF

b) FFV
e) VVF

¢) VFV

Del grafico mostrado, hallar las coordenadas de P.

by
X2+y2=1

0 Y

( Tano Tano j

) 1-Tano ' 1+Tan0
( 1 —Tano j

b) 1-Tan6 1-Tano
( 1 —Tand j

© (1+Tam0 ' 1-Tano
g ( 1 —Tand j

) 1+Tan® 1+ Tand
( Tand j

®) \1-Tano ' 1-Tano

Sabiendo que:
Cota — 2Cotf = Tanp
Sefiale la variacién de:

L = 3]Seno | +1

a)[0;2]

d) (1:2]

b)[1;2]
e) (1;3]

0 [1:2)

47.

48.

49.

TRILCE

3n

Sabiendo que: > <a<B<2r

Sefiale Verdadero (V) o Falso (F), segun corresponda
en:

. Tana > Tanp

Il. Tan(ISena|)> Tan(ISenB|)

. |[Tan(2+ Cosa)| > [Tan(2-+ Cosp)

a) FVF
d) FFF

b) VVF
e) FwW

¢) FFV

En la circunferencia trigpnométrica mostrada, hallar el

area de la region sombreada, si MN// AB

b) %VersOCose

a) VersoCov0

0) %VersOCove d) %Cov@Sene

e) %VersOCose

En la C.T. mostrada, calcular:
M = (2S + 6)Ctgo
S: area de la region sombreada.

VA oI
xe+ye=1
Bl—Z
0
@) A X
1 1
a) 4 b) 5 0) V2
2
d1 e) 3
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50. Siendo x un arco perteneciente al intervalo (-r ;0)

J3

Ademas: —1< Senx < s

Hallar la variaciéon de:

K :ﬁTan(

X
2

—£j+1
6

51. Dado: ee{ﬂ;ﬁ
6' 6

Calcular la variacion de:
T= CosZG + Cos0

0-3+2/3 1 1.3+243
a |~y b)| "4 4
| 1.3+43 3+43 .1
172" 24 a2 2
e) 702%}
52. Siim<p<2n
Ademas: —g < Cos¢ < @

Hallar la extension de: Tan2(|)

a) <%:w> b) {%2°°> ¢) [15 ;)
o W7:2) o i)

53. Calcular el valor de Tan®, para el

3x
las coordenadas del punto P.

Ademas : 2AP = 3TP
A

cual:

2% _ Csch + Tan® , toma su valor maximo, siendo x e y
Yy

54.

55.

56.

6 6
R
V6 26
d - & ~ 73
Sabiendo que:
X e <—i ;ﬁ>
24 24
Sefiale la variacion de :
L = 2Csc (31— 2xj -1
4
a) (2:4] b [1:4) o) (1;4]
d) (1:3] e [1;3)
EnlaC.T. mostrada, las areas de las regiones sombreadas

son iguales.

Calcular: L = Tan0+ Tan0

a)—2
d)-6

b) - 4
e)-8

En la C.T. mostrada, hallar: Tana

Si: MP esuna vertical de longitud igual al diametro de
la C.T. y ademas OQ = 0,5




57. Sienla C.T. mostrada, el area de la regién sombreada

es igual a 2],12 .

Calcular: L = SeCZB + COSZB

M2

B
v
a) 16 b) 8 c)6
d) 18 e) 24
58. Del gréfico, hallar MN :
AY
(03
b oNM/N
CT. ~
p
y
Sena —Senp —SenaSenp
@ Coso - Cosp Sena - Cosp
CosaCosp Cosa — Cosp
¢ Cosp —Cosa Seno - Senf

e) Sena(Cosa + Cosp)
Senp - Sena

TRILCE

59. De la figura, "G" es el baricentro del triangulo OPQ.
Calcular la ecuacioén de la recta que pasa por G y por el

origen del sistema de coordenadas, en términos de @

yé.

y
X2+y2=1
P S
BENONe) .
o\ X/ X

a) y:Tan(d)—;ej-x

b) y:Tan(e—;d)j-x

c) y=Tan(0-¢)-x
d) y:Cot(d)Lze)x

e) y=Ctg(¢p—6)-x

60. Si "S" representa el area de la region sombreada,

reduzca:
E = Sen?(S+ Cos%0) + Sen20
y
y:xZ
0
= 0 %
\—>
C.T.
a) 2 b) 1 0)3
1
d) 4 Ol
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Qaves




