Capitulo

OBJETIVO
El objetivo del presente capitulo es analizar las funciones inversas de las funciones trigopnomeétricas basicas; asi como
familiarizarnos con las notaciones ArcSenx, ArcCosx, ArcTanx, etc; de modo que las interpretemos y operacionalicemos

correctamente segun las propiedades que se daran convenientemente.

INTRODUCCION
Segun el analisis de funciones; la condicién suficiente para que una funcién posea inversa, es que debe ser inyectiva :

Ay Ay
g

St T

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

AY
h
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X

f no es inyectiva g no es inyectiva

=Y

X

h si es inyectiva

Las funciones trigopnométricas; debido a su caracter periddico no son inyectivas :

=Y

AY

y=Tanx

Segun este comentario, las funciones trigopnométricas no poseen inversa. Sin embargo; es posible redefinir la funcién
trigonométrica, restringiendo su dominio (sin alterar su rango), a un intervalo donde sea inyectiva y en consecuencia se
pueda obtener su inversa.
OBTENCION Y ANALISIS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

FT. SENO INVERSO O ARCO SENO

De la funcion : y = Senx

T

... T
Tomamos el dominio : [ 5 2}

El rango no cambia :[-1 ; 1]
Luego para hallar la inversa; hacemos en :

y = Senx
\A \A
X = Seny

Esto es : "y es un angulo arco o nimero cuyo Seno vale x".
Lo cual se denotard : y = ArcSenx

Finalmente, como el dominio y rango se intercambian con el de la funcidn original; tendremos :
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Trigonometria

f f*
y = f(x) = Senx y =f*(x) = ArcSenx
Dom :[—E ;ﬂ} Dom* : [-1; 1]
2 2
Rang :[-1;1 Ran*:—ﬂ;ﬂ}
9:[-1:1] |Reng*:[-Z ;2
Cumpliéndose : ArcSen(—x) = — ArcSenx

Il. ET. COSENO INVERSO O ARCO COSENO

De la funcién : y = Cosx
Tomamos el dominio : [0 ; ]

Sin cambiar el rango : [-1 ; 1]

Luego para hallar la inversa procedemos igual que en el caso del "ArcSenx"; obteniéndose :

f f*
y = f(x) = Cosx y = f*(x) = ArcCosx
Dom : [0 ;=] Dom* : [-1; 1]
Rang: [-1; 1] Rang* :[0 ; ]

Cumpliéndose : | ArcCos(—x) = n — ArcCosx |
1. ET. TANGENTE INVERSO O ARCO TANGENTE

De la funcion : y = Tanx,

T . T

tomamos el dominio : <—§ ; E>

sin cambiar el rango : (— ; + o)

Luego, para hallar la inversa de la funcién Tangente, procedemos igual que en los casos anteriores, obteniéndose :

f f*
y = f(X) = Tanx y =f*(x) = ArcTanx

Dom:(-Z%. I Dom*:(—oo ;+oo>
2 2

Rang : <—oo : +oo> Rang * :<—% : §>

Cumpliéndose : | ArcTan(—x) = — ArcTanx |

IV. ET. COTANGENTE INVERSA O ARCO COTANGENTE

f f*
y = f(x) = Cotx y =f*(x) = ArcCotx

Dom:( 0 ; =) DOm*:<—oo ;+oo>

Rang:<_oo ;+oo> Rang*:< 0 ; n)
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Cumpliéndose : | ArcCot(—x) = n — ArcCotx

V. ET. SECANTE INVERSA O ARCO SECANTE

f f*
y = f(x) = Secx y =f*(x) = ArcSecx
Dom :[0 ; n]—{%} Dom* :(~ow ; ~1JU[L ; +o0)
Rang :(-w ; ~1JU[L ; +w)|Rang* [0 ; n]—{g}

Cumpliéndose : | ArcSec(—x) = m — ArcSecx

VI.ET. COSECANTE INVERSA O ARCO COSECANTE

f f*

y = f(x) = Cscx y =f*(x) = ArcCscx

Dom : [_E : E}_{o} Dom* :(-c0 ; —1] [1; +0)
2 2

Rang: (o 1] [1 5 ) Rana: [ 2 2] 0

PROPIEDADES

1. | FT. [Arc FT. (n)]: n ; neDom(ArcET.)

Estoes:

Sen(ArcSen(n))=n, Vnel[-1;1]
Cos(ArcCos(n))=n, Vnel-1;1]
Tan(ArcTan(n))=n, VneR
Cot(ArcCot(n))=n, VneR
Sec(ArcSec(n))=n, Vne <—oo —1Ufl; +)

Csc(ArcCsc(n))=n, Vne <— 0 ;=1JU[L ; +o0)

Por ejemplo :
Sen(ArcSenlj 1
3 3

Tan(ArcTan4) = 4

2. | AcFT. [ET. (0)]=6 ; V6 eRang(ArcFT)

Estoes:

ArcSen(Senf) =0, VOe {—% : %}
ArcCos(Cos0)=0, V0e[0; n]
ArcTan(Tan®) =0, V0e <—% : %>
ArcCot(Cotd) =0, V0e(0; m)
ArcSec(Sec0)=0, V0e[0; - {%}

Csc(ArcCsc0) =6, V Ge[—% - T _{o}
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Trigonometria

Por ejemplo :

ArcSen(Senﬂj =T - pues: —E<T <X
5 5 2 5 2

ArcCos(Cosl) =1 ; pues: 0<1<n

ArcTan(Tan2) = 2 ; pues 2¢[—§ : %}

En este caso, se le busca un equivalente a "Tan2" en el intervalo correspondiente al rango del ArcTan, asi :
MA'=NA==n —2;entonces: AN =2 -x

Note que : Tan2 = Tan(2 — =) luego :

ArcTan(Tan2) = ArcTan[Tan(2 — = )]

ArcTan(Tan2) =2 - =

e e
aque: ——<2-t<—
yaq 5 5

ArcSenx + ArcCosx =~ ; V xe [-1;1]

ArcTanx + ArcCotx = vV Xe R

1

s
2
i
2
I
2

ArcSecx + ArcCsex = = ;¥ xe (- ; —1JUfL ; +o0)

Si:ixy<1 ;n=0
4. |ArcTanx + ArcTany _ArcTan(uj+nn Si:xy>1,x>0;n=1
1- Siixy>1,x<0;n=-1

Si:xy>-1 ;n=0
5. |ArcTanx — ArcTany :ArcTan(u]+nn Si:xy<-1,x>0;n=1
1+xy Si:xy<-1,x<0;n=-1
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01.

02.

03.

04.

05.

06.

07.

TRILCE

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcule : E= ArcSen§+ ArcCosg
Sn n i
12 b) 12 9y
g5 O
Calcule: E = Sen[ArcSec TSJ
1 2 3
a) 2 b) 3 0) s
d) —2\/§ e) ﬁ
5 10

Halle el valor de: Cos2 (ArcTan%)

2 3

a) 5 b) 5 ©) 13
12 15

d 13 € g

Halle "x", si : 4ArcSenx = ArcCosx

1 1 3
a) 5 b) 2 c) 5
J5-1 V541
d) 4 e) 4
Resolver : ArcTan ,x;z = ArcSec\/2
X+1 2
a)l b) 2 c)0
d-1 e)—-2

2n

1

Si: ArcCosy + ArcSenx =
calcule: M = ArcSeny + ArcCosx

T T T
2) 3 b) 3 9
T T
d 5 €) 6
La suma de :

ArcSen(%] , ArcSen(%) , ArcTanO

ArcSec L es:
3

y

08.

09.

10.

11.

12.

a)0 b) % c) %
3.42 2 4
d) %+%+ﬁ & 3

Reducir: M = Secz(ArcTan3)+ Cscz(ArcCot4)

a7 b) 13
d) 27 e) 12

c) 15

El resultado de :

ArcCos[— éj + % ArcSen[— é] es:

a) 120°
d) 30°

b) 150°
e) 240°

c) 60°

Calcular : Sec(Arc Tanb)

a) bt b) 2b
¢) No se puede determinar

e) V1+b2

Determinar el valor de la expresion :

P= Cos{ArcSen(%) + ArcTan(%)}

dy b
2

445 -1 545 +1
Q) 5710 b) “6J10
5¢5 -1 646 +1
% 6410 9 “s/10
646 —1
® “5y10

La expresion trigonométrica ArcCosu=z significa
Cosz = u.

Suponiendo : z€[0;7].

Hallar : 25en{ArcCos%}
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13.

14.

15.

16.

17.
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Dada la ecuacion: ArcTan(x+1)-ArcTan(x—1)=ArcTanl
Indicar la suma de las soluciones

a)—2
d) 1

b)y-1
e) 2

c)0

Si:  ArcTan3a + ArcTanSTa = ArcTan3,

entonces :

a) 902 =30 -2

1
b) a==
) =3

c) 9a° -

d) a=2 6 1
3

2 . 1

e =
) 3

Si: Tan(ArcTan2x) + Cot(ArcCotx) = 6,

calcule: K= Tan{ArcCos /L}
X+1

az w2 g2

2 2x -1
Dada la funcion : 9(X) = gArcSen( j ,

halle : Domg

a) [-2; 3] b) E : z}
1

c) [—1 ; ﬂ d) [-1; 2]

e) [-2 ;1]

Dada la funcién :
hx) = 2 ArcCo{Mj
6 7

1

halle : Dom h

st wlhd
o]
o[

w |~
oo
|

18.

19.

20.

21.

Dada la funcion :
g(x)= 2ArcSen§ -7,
halle : Rangog
a) [-n ; 3n] b) [-n ; n]
o) [-2x ; 0] d) [_ﬂ : ﬁ}
2 2

e) [0 ; 2x]

- _1 3n
Dada la funcion : h(x)= ZAFCCOS4X S

halle : Rango,

yA yA

XV
XV

xXv

e)

Grafique la funcion :

y = 2ArcCosx —%




22.

23.

24.

25.

26.

27.

Calcule :
0= ArcSen(Sen%j + ArcSen(Sen 5?“) +
ArcSen(Sen ﬁj
6
n T
a) 0 b) ~% 0 g
T T

Calcule: 0 = ArcCos(Cos2)+ ArcCos(Cos4)

a) 2n—1 b) 2n+1
) 2(n+1) d) 2(n-1)
e) 2(n+2)
V2 +1 1
. x = ArcTan — ArcTan —
Calcular el valor de: \/5 1 \/5
a) 22°30'  b) 450 ¢) 67°30
d) 300 e) 60°
8
Hallar x, sabiendo que: ArcCos(%] = ArcSenx
V8 1
a) 30° b) 9 c) 5
1
d) 3 e) 15°

El valor o valores que verifican :

Cos(ArcSenx)+ Sen(ArcCosx) = %

Son
V5 |, 7 A7
a) 4 y 4 b) Sélo 4
7, 47 7
94 Y g A=
V5 V5
e) 4 y 4
Hallar : x
2ArcCot2 + ArcCos(%) = ArcCscx
4 24
a)0 b) 5 C) 5
7 25
d) 25 €) 24

28.

29.

30.

31.

32.

33.

TRILCE

Sefiale el rango de la funcién :
y = f(x) = ArcSenx+ArcCosx+ArcTanx
a) [

SIS

n . 3n n.3n
o35 o3

9 (07

N3

15 3 13
- ¢ = ArcSen—+ ArcSen=+ ArcSen ——
Calcule : ¢ 17 5 ( 85)

T T 3n
a) 2 b) 25 c) 1
5
d) ?" e) x

Al resolver la ecuacion :

Tan(ArcSen\/ 1-x2 j —Sen(ArcTan2) =0

tenemos :
a) X= i% b) x no existe.
5
c) x=+X2 dx=1
) s )
e) X =3
65

si: ArcSen 2o + ArcSen(l_—aj =Z
) o+l 1 2

el valor de "o " es :

a)a=1; g=0 b)a:Z

3
c)0<acx<l daoa=1; a=2
e)a=1

Evaluar la expresion :

Sen| 3ArcTan—L_ — 2ArcTan M
Vi1 4

c)\/§

a)o b) 1

d) V11 e) 27

Calcular el valor de la siguiente expresion:

Sen( 2ArcCot(4) - ArcTan(%D
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9 19 21 L k3
2) 100 b) 200 ©) 221 a)0 b) °) g
2n
d) 0 e) 0 d) 3 e)n

34. Si 0<x<1, entonces, podemos afirmar que

ArcCos(2x2 —1) esigual a:

40. Reduzca: ¢ = 2ArcTanx+ ArcSen(Azj
1+x

Para: X € (- ; -1]

a) Arc Cosx b) Arc Senx
) 2Arc Senx d) 2 Arc Cosx a)n b) 2ArcTanx
e) Arc Cos2x c) 4ArcTanx d) &
e)0
. _T
35. Resolver la ecuacion: ArcSen2x-+ArcSenx = — 41. Sefiale el nimero de raices de la ecuacion:

2n=4X -2 +4/6-X +2ArcCos(§—2j

13 __13
a)x_z\/; b) % 2\/; a) 1 b) 2 03

d) 4 e) Ninguna
13
01 d) X = ——\F 32
3V 42. Acerca de la funcion: f(x)= ArcSen(l— X
_1/3 .
e) X= 5\/; Podemos afirmar que :

. Domf:[O ; Zﬁ]
36. Si: x = ArcCot+/SecO — ArcTan+/SecO y Cosx = 0, el

valor de Senx es : Il Ran :[0 : %}
Ill. "f" es decreciente Vxe(0 ; 1

a) Tan2 9 b) —Cotz(gj €(0:1)

2 Luego, s Correcto :
¢) —Tan?9 d) Tan20 a) Sélo | b) S6lo II
2 c) Solo Il dylyll

)yl

e) Cotz(%j

1

43. Si: xe —ﬁ -1 , determine el rango de la
37. Calcular el valor de "'m", para que se cumpla la siguiente 2 2

igualdad: Sen(ArcTanm) = Tan(ArcSenm)

3n
[P X)= ————
a)l b) 0 c)-1 funcién: 9(X) B6ArcCosx +
d) 2 e)-2
. =1
38. Resolver: ArcCos(x+%j+ArcCosx+ArcCos(x—%j:3—; a) [1 ’ 2] b) {2 }
33 a3
3 o} B f1:0:1) o7 a2
1 3.3
901 d){o,—} [—;—}
{ } 4 e) 5 2
e) {_% 10 ; %} 44. Calcular el valor de :

Cos(£ _1 ArcSenlj
2 2 4

39. Si:a=a+b+c,
halle :

¢ = ArcTan, [2% 4 ArcTan /b—a + ArcTan, | <%
bc ac ab
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45.

46.

47.

48.

49.

542

d) e

e) _[@]

Sefiale el dominio de la funcion :

h(x) = lArcCos(?’X;lxlj
4 4
a) [-2; 2] b) [-1; 1]
o[-1; 2] d) [-2 ; 1]
e) [o; 3]

Obtenga el valor de la expresion :
_ ArcSen(x — 2) + ArcCosx + ArcTanv x + 2

A
ArcCotv2x -1 + ArcCSC\/x2 +1

2 5
a)0 b) 3 c) 3

1 3
d) 3 e) 5

Reduzca :

J = ArcSen % - ArcSen(@]

1

a) ArcSen= b) ArcSeng
6 5

c) ArcSenl d) ArcSeng
4 7

e) ArcSenl
3

Halle el valor de la expresion :

N = Sen3[% + ArcCos i] + Cos3[% + ArcSen 3]

J3 3
S

Si: ArcSenx + ArcSeny + ArcSenz = x,

Vi-x? N Vl—yz N Vi-72
yz X Xy

calcule: H =
a)l b) 2 c)-2
d) 4 e)-4

50.

51.

52.

53.

54.

TRILCE

Calcule :

1 J241) 1 232 11
0==ArcTan| —=—= |- =ArcTan| ——F——
yoore| o2 )-Lwre 2

T T T
) 10 b) 18 °) 36
T T
D 20 ®) 72
Resolver :

ArcTan( X j + ArcTan(1 hs Xj _ 5
1 X 6

3
b)‘{/;

e) ¥2

o Y6

a)?/%
4
d)‘{/;

Al resolver la ecuacion : x3 -3x-1=0,
se obtiene como raices : X0 Xy 0 Xg
Calcule el valor de :

3 1
> ArcSen(E X, )

k=1

T T T

) Ty b) 10 °) 1g
13n 267
d 79 & g

Del grafico mostrado, halle :
a+3b-c
Ay
/7 y=a-+b.ArcCos(cx)

<Y

y=ArcSenx v
T T T
) 1 b) & ©)
f1s n
d 3 e 12

Se define la funcion :

f(x)= \/ ArcTanzx —4ArcTanx+3
Halle el dominio de dicha funcién :
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55.

56.

57.

58.

150

a) (- ; Tan1] b) [Tanl ; +x)

c) R d) [-Tan1 ; Tan1]
e) [0 ; Tan1]
Qué valor de "x" maximiza :

y=1f(x)= (ArcSenx)S(ArcCosx)

2 JE2+1 b) ﬁz—l
GHAE ez
e) @

Del gréfico, calcular :
K = Tano - Tan®
Ay

y=ArcCosx

: X
- y=2§6\rc5enx

1 1
a) ) b) 2 c)2
d) 4 e)%

Dada la funcién "f* definida por :
f(x) = ArcSenx — ArcCotx ,

halle :
(fméx+fm|’nj
2
T T
a) 4 b) > c)0
T T
d) 4 e) 5
Calcule :
M = ArcTan L
Cscl10°-1
T T T
) 10 b) 9 %5
T T
d) g €) 20

59.

60.

Graficar :
y =f(x) = ArcSen (AZJ
1+x
AY
id
______________ 20
N N
?) s 1 X
__________ I R
2
AY
b)
>X
yA
T
_________________ 2
_/\ 1 -
0) -1 M "X
........... :i.._..l.._.......,
2
Si:

Tan(2ArcTan,/Cos2B) - Sen(ArcCscy/Sec2p)

=mCsc"B+p

Calcule :W=m+n-p

a)l b) 2 )3

d) 4 e)

5
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