Capitulo

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS REALES
DE VARIABLE REAL

INTRODUCCION
Dentro del andlisis matematico, el concepto de funcidn es materia de un largo estudio debido a su flexibilidad para

representar via modelos matematicos una cierta realidad que se desea investigar, ya sea para prevenir u optimizar.
En ese contexto las funciones trigonométricas, debido a sus caracteristicas de periodicidad, juegan un rol importante en la
representacion de fenomenos periédicos, como las transmisiones radiales por ejemplo; por ello su estudio es imprescindible.

DEFINICION DE FUNCION TRIGONOMETRICA

FET.={(x;y)/y=RT.(x) ; xeD(ET)}

Por ejemplo :
F.T.(Tangente) = {(x;y) / y =Tanx ; x € D(Tan)}

Si queremos algunos pares ordenados :

F.T.(Tangente):{(O;O) , (%;1) , (Eﬁj , (ﬁ;—ﬁj , }

3

CONSIDERACION I :
Para el andlisis de cada una de las funciones trigopnomeétricas, tendremos que recordar las representaciones, en la circunferencia

trigonométrica, de las Razones Trigonomeétricas, asi como algunas propiedades adicionales.

AY AY
Tano
KA A
- X
Tanp
Cuadro de Variaciones |
0 01 I i3 | 3T o
2 2 2
Senob 0->1 1-0 0->-1 -1->0

Cos6 1-0 0—->-1 -1-0 0->1

Tan® | 0 - +o© -0 —0 0— + -0 —=>0
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Trigonometria

Ademas, no olvide que en la C.T. mostrada, los arcos con extremo en :

AY
B Aesdelaforma: 2nn ineZ
. T
:A’/\A: Besdelaforma.(4n+1)2 ineZ
K/ X A'esdelaforma: 2n+1)n  ; neZ
= B'es de la forma : (4n +3)g inez
A\
Pero si debido a alguna condicion; puede estar ubicado en :
AoA';esdelaforma : nnm ; neZ
BoB';esdelaforma: (2n+1)% ineZ
AA;BoB';esdelaforma: Nt ; nez
2
Por ejemplo : si nos pidiesen hallar "o " que cumple :
Senao=0 = "a'"tienesuextremoenAoA - o=nNm ;i neZ
T
Senoo=1 = "o "tiene su extremo en B .oa=@n +1)5 ; neZ
T
Cosa =0 = "a"tienesuextremoenBoB . a=(2n +1)E i nez
Coso.=-1 = "a "tiene su extremo en A' oa=(2n+1)r 7 nelZ
Sen20.=0 = "2¢ "tienesu extremoen Ao A" 20.=N7 o="0 , heZ

ANALISIS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

I. FUNCION TRIGONOMETRICA SENO

FT.(Sen) = {(x;y) /'y =Senx ; x e D(Sen)}

Por lo visto en la representacion y de acuerdo al cuadro de variaciones, tenemos :

Gréfica que recibe el nombre de sinusoide; desde el cual podemos afirmar :
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TRILCE

* D(Sen) = R
min

* R(Sen)=[-1;1]= -1<Senx <1

|—>méx
* Es una funcién continua en R.
* Es una funcion creciente y decreciente.
* Es una funcion periddica : T = 2x (periodo principal)
* Es una funcion impar : Sen(-x) = — Senx
* No es inyectiva.

. FUNCION TRIGONOMETRICA COSENO

FT.(Cos) = {(x;y)/y=Cosx ; x e D(Cos)}

Por lo visto en la representacion y de acuerdo al cuadro de variaciones, tenemos :
Ay

Gréfica que recibe el nombre de cosinusoide; desde el cual podemos afirmar :
* D (Cos) =R

min
* R(Cos)=[-1;1]= -1<Cosx <1

|—>méx

Es una funcion continua en R.
Es una funcion creciente y decreciente.
Es una funcion par : Cos(—x) = Cosx

* Es una funcion periddica : T = 2x (periodo principal)
* No es inyectiva.

. FUNCION TRIGONOMETRICA TANGENTE

FT.(Tan) = {(x;y)/y =Tanx ; x e D(Tan)}

xXvY

De acuerdo a la representacion en la C.T. y el cuadro de variaciones; y con el detalle adicional que la tangente no se

define para todo arco cuyo extremo coincide con B o B', (en la C.T.), es decir, los arcos de la forma (2n +1)% ,heZ no

pertenecen al dominio de la funcion.
AY

/Asmtota

i Tana

2n 5n 3n

N (3
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Trigonometria

A la curva se le va a denominar tangentoide; y de alli podremos afirmar :
x»  D(Tan)=R —{(Zn +1)% ine z}

* R(Tan)=R = — o0 < Tanx < 4w

* No se define en (2n +1)% yheZ

Es una funcion creciente en cada cuadrante.
Es una funcion impar : Tan(-x) = — Tanx

* Es una funcion periddica : T =n (periodo principal)
No es inyectiva.

CONSIDERACION 11 ;
AY

A

B
%ec[&
A Sec; X
B
B
A
o
A
"X
SC|

Cota

v A

y
Csca
A
M

A

B

A\

Notese de los graficos, aparte de las representaciones de las R.T.; que la cotangente, secante y cosecante no se definen
respectivamente, para arcos cuyo extremo coincide con :

AyA = n=n ; neZz
ByB = (2n+1)% i nez
AyA = n=n ; neZz

Cuadro de variaciones 11 :

0 O—)E E—)Tr, T[_)S_TE ﬁ—)ZT{
2 2 2 2

Cot6 +050| 0—>-0| 400 0 — — oo

Sec6 1540 | —0—>-1| 15— 40— 1

CscO | +0—> 1 1o+ | —0o>-1| -1 -

IV. FUNCION TRIGONOMETRICA COTANGENTE

F.T.(Cot)={(x;y)/y=Cotx ; x e D(Cot)}
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De acuerdo a lo visto en la representacion y en el cuadro de variaciones, tendremos :

Ay

CAsintotas

Cototf--
_x X
2
Curva que recibe el nombre de cotangentoide; de donde podemos afirmar :
* D(Cot)=R—-{nn ; neZ}
* R(Cot) = R = —o < Cotx < +w
No se defineen nn ; neZz
Es una funcion decreciente en cada cuadrante.
Es una funcion impar : Cot(—x) = — Cotx
Es una funcion periédica : T =n (periodo principal)
* No es inyectiva.
. FUNCION TRIGONOMETRICA SECANTE
F.T.(Sec)={(x;y)/ y=Secx ; x eD(Sec}
Segun la representacion y variacion, tendremos :
Ay
B T ;
“E: 0 & ® 3x 2n 5r  an X
3 N N N N 2.

Curva denominada secantoide, de donde afirmamos :
x  D(Sec)=R —{(Zn +1)% ‘ne z}
*  R(Sec)=(-o ; —1JU[l ; +o0) = Secx <-1 0 Secx >1

*  No se define en (2n +1)% inez

Es una funcion creciente y decreciente

Es una funcion par : Sec(—x) = Secx

Es una funcion periédica : T = 2 (periodo principal)
No es inyectiva.

* o ¥
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VI. FUNCION TRIGONOMETRICA COSECANTE
F.T(Csc)={(x;y)/y=Cscx ; x eD(Csc)}
YA

Curva a la que se denomina cosecantoide, de la cual afirmaremos :
* D(Csc)=R—{nn ; neZ}

*  R(Csc)=(-o ; —1JU[l ; +o0) = Csex <-1 0 Csex >1

No se defineen nt ; neZ

Es una funcion creciente y decreciente

Es una fundién par : Cao(—x) = — Cscx

Es una funcion periddica : T = 2x (periodo principal)

No es inyectiva.

* %k ok % %

<V
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01.

02.

03.

04.

05.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Halle la suma del maximo y minimo valor de la funcion:

f(x) = 3+Senx

a)b b) 6 c)7
d) 8 e)9
Indique el minimo valor que asume la funcion:
g(x) = 4-Cos?x
a)l b) 3 c)5
d) 6 e 7
Determine el dominio de la funcion: fX) = ——+2
' Senx

a) R—{”_sz/nd} b) R
¢)R - {0}

e) R —{(2n+1)%/n eZ}

d) R—{nn/neZ}

Determine el dominio de la funcion: H(x) = 4Cos(l)
X

a)R b) R - {0}
d) R—{nn/nez}

R-{1}
e)R-{2}

Graficar la funcion:
y = F(x) = 2Senx; x €[0;2x]

a) b)
y y
1 |
| 3n/2 2n \ n /
/2 X 2n X
-1 -1
c) d)
y y
2 /\
X U 2n X
21

06. Graficar: y=f(x) = |Senx]; x e[0;2x]
a) b)
y
,,,,,, 1

U X 0 T P X
B N

9 d)
y y

1 \ 3

: Jis 21
T P X 0 X

-1

e) N.A.

07. Dadas las funciones f y g definidas por: f(x)=2Cosx y

08.

09.

10.

11.

g(x) = 1+Cosx.
Hallar un intervalo donde f(x) < g(x)

a) <O;% > b) <0;n> C) <m;2m>
n 3n
d) < 5y > e) <0;2n>

Determine € rango de la fundén: H(X)= 3+ 3Cos$x

a) [2,5]
d) R

b) [2,4]
e) [0,3]

c) [3,6]

Determine el rango de la funcion: F(x)=4-2Senx

a) [1,2]
d) [-1,1]

b) [2,4]
e)R

c) [3,7]

Determine el rango de: g(x)=8Sen?x-1

a) [-2,5]
d) [-3,3]

b) [-1,7]
e)R

c) [2,4]

Determine el periodo de: y=f(x)=4Cos3x+7

a) 2n b) 3 c) 3n
d) 3_275 e)n
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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¢Cudl es el dominio de la funcién: f definida por:

f(x) = 2Sen(/x) +1?

a)R
d) R-{0}

b) R-{1}

e) [0;+ o0 >

¢) [1:1]

¢Cudl es el dominio de la funcion g definida por:

1

g(x) = 3Cos(&)+ 29
a)R b) R—{0} ¢ [1:1]
d) R-{1} ) <0+ x>

Determine el rango de la funcion f definida por:
f(x) = ~2C0s%X + COSX +1 -
9 =7 =7
-2;= -2, — —4;,—
a) [ 8] b) [ 16] ol 8]
=7 3.-7
_4;_ - —
d) [ 4] e) [ > 8]

Si f es una funcion definida por:

f(x) = Sen 2y — 2Senx +%

Determine el valor de: E = 2f_ . +4f

a) 14 b) 15 c) 16
d) 17 e) 18
Graficar: y = | Sen4x|
Indicar su periodo.

T T T
a) 8 b) s C) o
d) n e) 2n

Determine la extension de la funcion:

H(x) = CosxTanx + Senx

Tanx
a) [-2;2] b) [-1;1] 0) [1,2]
d) [-1;5] e)R
Si: F(x) :|Ser12¢. Determine el rango de F
Sen“x -1
a) <-w;-1] b) <-1;1> c) [0;1>
d) <l+w> e) R-{0}
Si: g(x) = /2+]| Cosx | . Determine el rango de g.
a)0W2] b W22 O [W2:43]
d) 11 e) [143]

20.

21.

22.

23.

24.

Hallar el rango de la funcion f definida por:

f(x) = M; x €[0;2x]
Senx +3

b) [1/2,3/4]
e) [-1]]

a) [01/2] )R

d) [0,2]

Sefiale Verdadero (V) o Falso (F) segun corresponda

en:

I.  Lafuncién : y = f(x) = Senx, posee un maximo en
(0:m)

Il. La funcion y = f(x) = Senx, es inyectiva en
53
22
Ill. La funcion :y = f(x) = Senx, es impar.

a) VW
d) VFV

b) VVF
e) VFF

c) FwW

Sefiale Verdadero (V) o Falso (F) segun corresponda
en:
I. La funcién :

(n’ ; 2n>

II. Lafuncion :y = f(x) = Cosx, es crecienteen (0 ; )

y = f(x) = Cosx, es inyectiva en

Ill. La funcion :y = f(x) = Cosx, es par.

a) VW
d) VFF

b) VFV
e) FwW

c) VWF

Sefiale Verdadero (V) o Falso (F) segun corresponda
en:
I. La funcioén :

y = f(x) = Tanx, tiene dominio :
R—{(2n+1)% ‘ne z}
Il. La funcion :
£
2 2

Ill. La funcion : y = f(x) = Tanx, es impar.

y = f(x) = Tanx, es creciente en

a) VW
d) VFV

b) VVF
e) VFF

c) FwW

Se define la funcion :
y =f(x) = Tan2x + 1
¢Cual sera su dominio?

nm .
a) R—{;,neZ}
b) R—{2n+1r ; nez}

) R- (2n+1)% ; neZ}
d) R-{m;nez}




25.

26.

27.

28.

29.

e) R-{2nn; nez}

Sefale el dominio de la funcion :

_ _Senx+1 .
y_g(x)_Cosx+1 + (nel)
T
a) R b)R—{Qn+DE}
¢) R—{nn} d) R-{(2n+)n}

e) R _{M}
2
Sefiale el rango de la funcién :

y =h(x)= 2Senx + 3Cos°x

2)[0;2] b) |3 : V13|
ol:viz] o
o) 2 ; Vi3]

Determine el rango de "F".
F(x) = 3 + SenxCosx

a)[2;4] b) [3; 4]
o33 w33
e)[5;7]

Dada la funcion :

h(x)= Cos®x — Senx
Determine su rango

o[24
c) [2 : %}

e) {—1 ; %}

Se define la funcion :
y=f(x) = 2Csc3x — 1
¢Cudl es su dominio?

b) [-1; 2]

o[2:

d R—{@n+DZ ; neZ}

e) R-

{
C) R—{
{
{

30.

31.

32.

33.

34.

TRILCE

¢Cual es el maximo valor que puede tomar la funcién :
f(x) = Sen(x — 90°) en el intervalo [0 ; 72°]?

a) Sen (- 20°) b) -1

1
c) ) d) - 0,55
e) — Sen 18°

Si consideramos M el valor maximo que asume la
funcién :

f(x) = (3 — Senx) (3 + Senx)
y N el valor minimo que asume la funcién:

1 1
X)=| Cosx —= || Cosx + =
9% ( 3)( 3)
Luego : M . N resulta :

a) 8 b) -8 c)1l
d-1 e)0

Para qué valores de x, 0 <X < 2 se cumple Senx >
Cosx

3n
a)0<x<X b) 0 <x <=L
) 0< < ) 4
9 0<x<2 g o<x<E
4 4
o) Tax<2n
4 4

Si f es la funcion definida por :

f(x) = 2SenxCosx —1
1- SenxCosx

X e <—% ; 0> entonces el rango de f es :

¢Cudl o cudles de las funciones dadas son inyectivas?

. f(x) = Senx O<x<m
Il. g(x) = Cosx 0<x<m
111 h(X) = Cotx O<Xx<m
a) Solo | b) Sélo i

¢) Sélo lI d) Iyl

e)lyll
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35. Si f(x) = aSen(kx) ; g(x) = aCos(kx) son funciones
cuyas gréficas se muestran en la siguiente figura.
Calcular las coordenadas del punto P

21&
(x)
9(x) '
B
2
a) (% ; —ﬁj b) (% ; —ﬁj

o[-

36. Determinar el dominio maximo de la funcién :
fx)=2 —\/Senzx —sen’x —%
a) {nrc+£ ; neZ}
4
b) {nrc+£ ;N EZ}
2
0) {nrc—£ : nez}
4
d) {(2n+1)£ ; neZ}
4
e) {(2n+1)% ©n eZ}
37. Dadas las proposiciones :

. La funcién Senx es creciente en (0 ; )

Il. La funcién Cosx es decreciente en (O ; n>

Ill. La funcién Tanx es creciente en <

¢Cudles de ellas son verdaderas?

a) Sélo | b) Sélo I
c) Sélo 1l d)lyll
e)llylll

o-£>
"2

38. El valor maximo que toma la funcion :

f(x) = 3Sen®x + 4Cos>x , X

136

€R ,es :

39.

40.

41.

42.

43.

44.

a)3
d) 6

b) 4
e)7

c)5

El mayor valor que toma la funcion :
f(x) = Cos2x + 3Sen2x + 2 es:

a) 2+410 b) 6
c) 3+410 d) 1+10
e)5

Hallar el minimo valor de :

M = 10— 9C0s2X + Senx

17 35 27

3) g b) 36 ©) 28
45 23

9 26 &) 24

Hallar el rango de f(x) = | Cotx| Senx

a) (-1;1) b) [-1 ;1]
0 (-1;1] d) [-1;1)
&) R—(-1;1)

Si m y M son los valores minimo y maximo

respectivamente, de la funcién :

f(x) = Sen®x + Cos®x
Entonces m + M es :

1 3
a)E b) 1 C)E
d) 2 e)%

Si P = (x; 1-a) es un punto que pertenece a la grafica

de la funcién Seno,

hallar :
A = Senx (1 — Senx) (Cscx)
1
Al-a b5 0>
d) a ea-1

El minimo valor de la funcion :

f(x) = Tan®x : X€|:% :

1
a) 0 b) 3 03
d) No existe el minimo valor de f
el




45.

46.

47.

Dadas las funciones :

y = f(x) = Sen2x |Senx| + Cos2x |Cosx|
y = g(x) = Senx

Se afirma :

. En <o : %> , sus graficas se intersectan en 1 punto.

II. En <Tc ; 3—2“> , sus graficas se intersecan en 1 punto.

lll. En <3—2“ ; 2n> , sus graficas se intersectan en 2 pun-
tos.

IV. El periodo principal de "f" es = .

¢Cuantas son verdaderas?

a)l
d) Todas

b) 2
e) Ninguna

c)3

Dada la funcion :

h(x) = vSenx ++Cosx ; neZ

Sefiale el dominio.
a) [Znn ; (2n+1)rc]

b) i(4n+1)% : (@n +1)n}
c) i(4n+3)% ;D 2nm+ 2@

[ . T
d) 72nn ; (4n+1)5}

[ T . T
e) 7(4n+1)5 ; (4n+3)5}

Sefialar cual es la proposicion falsa:

FUNCION DOMINIO RANGO
a) Senx R 1.1]
b) Tanx R—{(2n+1)%} R
c) Cotx R - {nn} R
d) Cosx R [-1;1]
e) Secx R R

(nez)

48.

49.

50.

51.

52.

TRILCE

Enelintervalo [0 ; 2x] el siguiente grafico corresponde

a) Senx + 2Cosx

b) 4Cosx + 3Senx
c) 2(Senx + Cosx)
d) 3Senx + 2Cosx
e) 3(Senx + Cosx)

La diferencia entre el valor maximo y el valor minimo
de la funcion :

f(x) = | Senx| + |Cosx|
Es aproximadamente igual a :

a) 0,41 b) 0,42 c) 0,44
d) 0,46 e) 0,91
Hallar el maximo valor de :

£ - Senx—Cosx

Senx + Cosx
Para: X e<—£ : ﬂ}
4 4

a)-2 b)-1 c)0
d)1 e) 2
Si:f(x) =1 - Sen|x]|

Indicar Verdadero (V) o Falso (F) para las siguientes
proposiciones:
3n

: . on
I. f(x) es creciente en <2 ) 2>

. 3n. ®
Il. f(x) es decreciente en BT

Il. f(x) tiene como rango [0 ; 2]

a) VFF
d) VWV

b) VFV
e) FwW

c) VWF

Si R es el rango de la funcion fy

f(x) = Cos6X + Cos4x + Cos2X — Sen7x
2Senx

Entonces, podemos afirmar :
Q) Rc(0; 1) b) Rc(-1;0)
c)Rc{O;ﬂ d) (-1;1)cR

€ (0;1)cR
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53. Hallar el valor de : 59. Sif es una funcién definida por:
E= fméx —fin f(x) = Senx + Cosx + Tanx + Cotx ; halle el dominio de

Si: f(x) = 2Cosx (Cosx - Senx) - 1 dicha funcion, VkeZ.

|:TC . 57:}
Xe|= ;=

2 8 K
a)R b) [-11 c) R —{7“/ keZ}

a-2y2 b-1 c)2 d) R—{2k/k e Z} e) 0]
d)y2v2  e1

60. Dada la funcién :
g(x) = Senx (Cosx + |Cosx|)

54. Hallar los valores x en el intervalo (0 ; m) para los N o
Sefiale su gréfico.

cuales existe f, si :

- 1 A
= x/l + Senx — 2Cosx Y
SHEICIHES e

©)

%) 0%
255 A

55. Sefiale: Rf "Rg, si:

wl|a

=<V

f(x) = Sen(Senx + x/§Cosx)

ylk
g(x) = Cos(Senx + \/§Cosx) m
a) [Sen2 ; 1] b) [-1 ; Sen2] c) U %
c) [Cos2 ; 1] d) [-1; Cos2]
e) [Cos2 ; Sen2]
A
56. Determine el rango de la funcion f definida por: y
f(x)=]Senx| +|Cosx|.
0 [N
1. X
Aoz b V2l oy
1. A
d) [0:1] e [ y
57. Dada la funcién f definida por: e) »
f(x)=Sen2x+| Senx+Cosx| U

Hallar: fnax + fmin

a) V2 b) 242 o) %
d) 3 e) 2(1+4/2)
58. Determinar el periodo de:

f(x) = SenX +senX +senX
2 3 4

a) 12n b) 18n C) 24n
d) 48=n e) 52n
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